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8.1无向树
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无向树

¡树是一种特殊图,在计算机领域中具有非常重要的应用.
¡本章所讲回路均指初级回路或简单回路.
定义 8.1
连通不含回路的无向图称为无向树,简称为树.常用𝑇表示一颗
树. 每个连通分支都是树的非连通无向图称为森林. 平凡图称
为平凡树.
¡设𝑇 = ⟨𝑉, 𝐸⟩为一棵无向树, 𝑣 ∈ 𝑉, 若𝑑(𝑣) = 1, 则称𝑣为𝑇的
树叶;若𝑑(𝑣) ≥ 2,则称𝑣为𝑇的分支点.

2



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

无向树

3

𝑎

𝑒 𝑓

𝑑
𝑔

𝑏 𝑐
(1) (2) (3)

¡(1)是平凡树; (2)是2棵树组成的森林; (3)是1棵无向树.
¡(3)中, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑均为树叶; 𝑒, 𝑓, 𝑔均为分支点.
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无向树

定理 8.1

设𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩, |𝑉| = 𝑛, |𝐸| = 𝑚下列各命题等价.
(1) 𝐺是树 (𝐺连通且不含回路);

(2) 𝐺的每对顶点之间存在唯一的一条初级通路;
(3) 𝐺是连通的,且𝑚 = 𝑛 − 1;

(4) 𝐺中无回路,且𝑚 = 𝑛 − 1;
(5) 𝐺中无回路, 但在𝐺中任何两个不相邻的顶点之间增加一条新边, 就得到唯一的
一条初级回路;

(6) 𝐺是连通的,且𝐺中任何边均是桥. (树𝑇中分支点必为割点.树是最弱的连通图).
¡我们使用循环证明法来证明该定理.

4



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

无向树

(1) 𝐺是树 (𝐺连通且不含回路);
(2) 𝐺的每对顶点之间存在唯一的一条初级通路;
证明 (1)⇒(2)
¡首先证明𝐺的每对顶点之间存在通路. 设𝑢, 𝑣为𝐺中任意两个顶点. 由于𝐺是
连通的,所以𝑢, 𝑣之间有通路.

¡再通过反证法证明该通路是初级的. 若该通路不是初级的, 则必然存在某个
𝑣′在该通路中出现2次,则𝐺中必有回路,与𝐺不含回路矛盾,因此该通路是初
级通路.

¡再证明该初级通路是唯一的. 若𝑢, 𝑣之间的初级通路多于一条, 必形成回路,
这与𝐺中不含回路矛盾,所以𝐺的每对顶点之间存在唯一的一条初级通路.
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无向树

(2) 𝐺的每对顶点之间存在唯一的一条初级通路;

(3) 𝐺是连通的,且𝑚 = 𝑛 − 1;
证明 (2)⇒(3)

¡ 首先证明𝐺是连通的.由于𝐺中任意两个顶点之间均有初级通路,所以任意两个顶点均是连通的,所以
𝐺是连通的.

¡ 再通过归纳法证明𝑚 = 𝑛 − 1.

¡ 当𝑛 = 1时, 𝐺为平凡树,𝑚 = 0,结论显然成立.

¡ 假设当𝑛 ≤ 𝑘时结论成立,证明𝑛 = 𝑘 + 1时结论也成立.

¡设𝑒 = (𝑢, 𝑣)为𝐺中的一条边,由(2)可知𝑢𝑣是唯一的初级通路,因此𝐺 − 𝑒有两个连通分支𝐺!与𝐺".

¡设它们的顶点数为𝑛!, 𝑛",边数为𝑚!,𝑚",显然𝑛! ≤ 𝑘, 𝑛" ≤ 𝑘,且𝐺!和𝐺"都有性质(2).
¡由归纳假设得𝑚! = 𝑛! − 1,𝑚" = 𝑛" − 1.从而𝑚 = 𝑚! +𝑚" + 1 = 𝑛! − 1 + 𝑛" − 1 + 1 = 𝑛 − 1.
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无向树

(3) 𝐺是连通的,且𝑚 = 𝑛 − 1;
(4) 𝐺中无回路,且𝑚 = 𝑛 − 1;
证明 (3)⇒(4)
只需要证明𝐺中无回路.通过反证法.
¡若𝐺中有回路, 从回路中删去任意一条边后, 所得图仍然连通, 若所得图中
再有回路,再从回路中删去一条边,直到所得图中无回路为止.

¡设共删去𝑟(𝑟 ≥ 1)条边所得图为𝐺′. 𝐺′无回路,但仍是连通的,即𝐺′是树.
¡由(1)⇒(2)⇒(3), 可知𝐺′中𝑚! = 𝑛! − 1. 而𝑛! = 𝑛, 𝑚! = 𝑚 − 𝑟. 于是得到𝑚 −
𝑟 = 𝑛 − 1,即𝑚 = 𝑛 − 1 + 𝑟 (𝑟 ≥ 1),这与已知条件矛盾.
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无向树

(4) 𝐺中无回路,且𝑚 = 𝑛 − 1;

(5) 𝐺中无回路,但在𝐺中任何两个不相邻的顶点之间增加一条新边,就得到唯一的一条初级
回路;
证明 (4)⇒(5)

¡ 首先证明𝐺是连通的.通过反证法.
¡ 假设𝐺是非连通的,则𝐺有𝑘(𝑘 ≥ 2)个连通分支𝐺!, 𝐺", … , 𝐺#.设𝐺$有𝑛$个顶点, 𝑚$条边.

¡ 由于𝐺中无回路,故连通分支𝐺$中也无回路,因此每个连通分支𝐺$都是树.
¡ 由(1)⇒(2)⇒(3), 可得𝑚$ = 𝑛$ − 1 , 于是𝑛 = 𝑛! + 𝑛" +⋯+ 𝑛# = 𝑚! + 1 +𝑚" + 1 +
⋯+𝑚# + 1 = 𝑚 + 𝑘 (𝑘 ≥ 2).这与已知𝑚 = 𝑛 − 1矛盾,因此𝐺是连通的.

¡ 因而𝐺是连通的,又是无回路的,即𝐺是树.由(1)⇒(2), 𝐺中任意两个不相邻的顶点𝑢, 𝑣之间
存在唯一的初级通路,在𝑢与𝑣之间加上边就得到唯一的一条初级回路.
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无向树

(5) 𝐺中无回路,但在𝐺中任何两个不相邻的顶点之间增加一条新边,就得到唯一的一条初级
回路;
(6) 𝐺是连通的,且𝐺中任何边均是桥. (树𝑇中分支点必为割点.树是最弱的连通图).
证明 (5)⇒(6)

¡ 首先证明𝐺是连通的.通过反证法.
¡ 假设𝐺是非连通的, 设𝐺!, 𝐺"是其中的两个连通分支. 𝑣!为𝐺!中的一个顶点, 𝑣"为𝐺"中的
一个顶点.

¡ 𝑣!与𝑣"不相邻,但是在𝐺中加边(𝑣!, 𝑣")不形成回路,这与已知条件矛盾,所以𝐺是连通的.

¡ 然后证明𝐺中任何边均是桥.通过反证法.

¡ 若𝐺中存在一条边𝑒 = (𝑢, 𝑣)不是桥,即𝐺 − 𝑒仍连通,说明在𝐺 − 𝑒中存在𝑢到𝑣的通路.
¡ 此通路与𝑒构成𝐺中的回路,这与𝐺中无回路矛盾.
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无向树

(6) 𝐺是连通的, 且𝐺中任何边均是桥. (树𝑇中分支点必为割点. 树是最弱
的连通图).
(1) 𝐺是树 (𝐺连通且不含回路);
证明 (6)⇒(1)
只需证明𝐺中无回路.通过反证法.
¡若𝐺中含回路𝐶, 删除𝐶上任何一条边后, 所得的图仍连通, 这与𝐺中任
何边均是桥矛盾,因此𝐺中不含回路,即𝐺是树.
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无向树

定理8.2

设𝑇是𝑛阶非平凡的无向树,则𝑇至少有两片树叶.
证明在非平凡树中,任何顶点的度数均大于等于1.

设𝐺中有𝑘个1度顶点,即𝑘片树叶,则其余𝑛 − 𝑘个分支点的度数均大于等于2.
由握手定理可知

2𝑚 =0𝑑(𝑣!) ≥ 𝑘 + 2 𝑛 − 𝑘 ,

由定理8.1知𝑚 = 𝑛 − 1,代入上式可得
2𝑛 − 2 ≥ 𝑘 + 2𝑛 − 2𝑘,

解得𝑘 ≥ 2.说明𝑇至少有两片树叶.
11
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无向树

推论阶大于2的树𝑇必有割点.
证明
由𝑚 = 𝑛 − 1可知, 𝑛永远比𝑚多1,根据握手定理∑"#$% 𝑑(𝑣") = 2𝑚 = 2(𝑛 − 1),
在𝑛 > 2时,度数和2 𝑛 − 1 > 𝑛,即𝑇至少含有一个度数≥ 2的分支点𝑣.
𝑇是树, 是连通的, 将该分支点𝑣删去可得𝑇 − {𝑣}不是连通的, 所以𝑣是割点.
(如果𝑣是悬挂点, 𝑇 − {𝑣}还是连通的,所以要先证明𝑑(𝑣)≥2)
推论树中分支点必为割点,树中边均为桥.
¡树是连通性最弱的连通图(𝑚 = 𝑛 − 1),但也是最经济的连通图.
¡在保证连通性的前提下,边没办法更少了.
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无向图

例 8.1 已知一棵无向树𝑇中4度, 3度, 2度的分支点各一个, 其余的顶点均为树叶, 问𝑇中有几
片树叶?

解设𝑇中有𝑥片树叶.则𝑇的阶数𝑛 = 1 + 1 + 1 + 𝑥 = 3 + 𝑥.由𝑚 = 𝑛 − 1可得𝑚 = 2 + 𝑥.每

个树叶都是1度,由握手定理有总度数

4 + 2𝑥 = 2𝑚 = 4 + 3 + 2 + 𝑥 = 9 + 𝑥,

解得𝑥 = 5片树叶.

13

例 8.2 满足例8.1中度数列(4, 3, 2, 1, 1, 1, 1, 1)
的无向树在同构的意义下是惟一吗? 

解在同构意义下不惟一,如图所示.
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生成树

定义 8.2
设𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩是无向连通图, 𝑇是𝐺的生成子图并且为树, 则称𝑇是𝐺
的生成树. 对任意的边𝑒 ∈ 𝐸(𝐺), 若𝑒 ∈ 𝐸(𝑇), 则称𝑒为𝑇的树枝, 否
则称𝑒为生成树𝑇的弦 . 称所有弦的集合的导出子图𝐺[𝐸(𝐺) −
𝐸(𝑇)]为生成树𝑇的余树,记作0𝑇.
¡余树不一定连通,也不一定不含回路,因此不一定是树.
¡一般来说,连通图的生成树不是唯一的.
¡一个图𝐺与它的生成树的差别在于𝐺可能包含有回路,而生成树不
包含有回路.
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生成树
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(1) (2) (3)这个顶点呢?

例下图中, (2)是(1)的一颗生成树, (3)是(1)的余树.
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课堂练习

画出𝐾!的所有生成树.其中非同构的有几种?

16
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Source: https://www.csie.ntu.edu.tw/~kmchao/tree07spr/counting.pdf

解
16个生成树,其
中2种非同构
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生成树

定理凯莱公式
𝐾:的生成树的个数是𝑛:;<.
定理 8.3
任何无向连通图𝐺都存在生成树.
证明
¡若𝐺中无回路, 由于𝐺是连通的, 所以𝐺是树, 所以𝐺就是自己的生
成树.

¡若𝐺中有回路𝐶, 在𝐶中任意删去一条边, 不影响图的连通性. 若所
得图中还有回路, 就继续在回路中删除一条边直到没有回路. 设
最后的图为𝐺′, 𝐺′是连通的且无回路,所以𝐺′是𝐺的生成树.

18
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基本回路

定理

设𝑇是无向连通图𝐺中的一棵生成树, 𝑒为𝑇的任意一条弦, 则𝑇 ∪ 𝑒构成𝐺的一个初级
回路,该回路只含一条弦,其余边均为树枝,而且不同的弦𝑒对应的初级回路是不同的.

证明设𝑒 = (𝑢, 𝑣)为𝑇中的任意一条弦.

¡由于𝑒是弦,所以𝑢和𝑣在𝑇中不相邻.
¡由定理8.1(5)可知, 𝑢与𝑣之间增加一条新边, 也就是𝑒, 放入𝑇中后得到一条唯一的初
级回路.该回路中只含一条弦,其余边均为树枝.

¡当𝑒", 𝑒#为任意不同的弦时,对应的初级回路是不同的,因为:
¡ 𝑒#不在𝑒"对应的初级回路𝐶$!中,因为初级回路𝐶$!中只含一条弦,就是𝑒";

¡ 𝑒"不在𝑒#对应的初级回路𝐶$"中,因为初级回路𝐶$"中只含一条弦,就是𝑒#.

19

𝐺中无回路, 但在𝐺中任何两个不相邻的顶点之
间增加一条新边, 就得到唯一的一条初级回路.
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定义 8.3
设𝐺是𝑚条边的𝑛阶无向连通图, 𝑇是𝐺的一棵生成树,
𝑇的𝑚 − 𝑛 + 1条弦为𝑒3, 𝑒4, … , 𝑒56783 . 𝐺中仅含𝑇的
一条弦 𝑒9的回路 𝐶9称作对应弦 𝑒9的基本回路 ,
{𝐶3, 𝐶4, … , 𝐶56783}称作𝐺对应𝑇的基本回路系统.
例 8.3求该图𝐺的两个生成树𝑇3, 𝑇4的基本回路系统.
解 𝑇3: {𝑒3𝑒:𝑒4𝑒;, 𝑒<𝑒:𝑒=}; 𝑇4: {𝑒;𝑒3𝑒:𝑒4, 𝑒<𝑒:𝑒=}.
¡基本回路的个数和弦数是相同的, 都等于𝑚 − 𝑛 + 1.

基本回路

20

𝑒!
𝑒" 𝑒#

𝑒$

𝑒%

𝑒&

𝑒!
𝑒" 𝑒#

𝑒$

𝑒%

𝑒&

𝑒!
𝑒" 𝑒#

𝑒$

𝑒%

𝑒&

𝐺

𝑇!

𝑇$
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基本割集

¡设𝑇是连通图𝐺的一棵生成树, 𝑒是一条树枝. 根据定理8.1(6), 𝑇 − 𝑒是不连通的, 它
有两个连通分支𝑇"和𝑇#.于是,由𝑒和𝑇的弦就可以构成一个𝐺的割集.
定义 8.4

设𝑇是𝑛阶连通图𝐺的一棵生成树, 𝑒"( , 𝑒#( , … , 𝑒)*"( 为𝑇的树枝. 设𝑆+是只含树枝𝑒+(其余
边均为弦的𝐺的割集,则称𝑆+为𝐺的对应树枝𝑒+(的基本割集,并称{𝑆", 𝑆#, … , 𝑆)*"}为𝐺
对应𝑇的基本割集系统.
¡基本割集的个数和树枝数是相同的,都等于𝑛 − 1.

21

例在该图中,对应𝑒,, 𝑒-, 𝑒#, 𝑒.的基本割集系统为
𝑒,, 𝑒/ , 𝑒-, 𝑒", 𝑒/ , 𝑒#, 𝑒" , 𝑒., 𝑒" .

𝑒"
𝑒. 𝑒-

𝑒#

𝑒,

𝑒/

𝐺是连通的, 且𝐺中任何边均是桥.
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基本割集

求树枝𝑒对应的基本割集的方法如下:
¡将𝑒从𝑇中删除, 得到𝑇 − 𝑒的两个连通分支为𝑇", 𝑇#, 设𝑇"和𝑇#
的顶点集为𝑉", 𝑉#.

¡则𝑒对应的基本割集为𝑒 ∪ 𝑆$,其中
𝑆$ = 𝑒% 𝑒% ∈ 𝐸 𝐺 ∧

𝑒′的一个端点在𝑉"中,另一个端点在𝑉#中}.

22
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基本回路与基本割集

23

𝑒
𝑎

𝑔𝑏

ℎ
𝑑

𝑓

𝑐

𝑖

例 8.4 求该图𝐺的生成树𝑇的基本回路系统和基
本割集系统.
解 首先确定这两个系统中元素的个数. 𝐺的顶
点数𝑛 = 6, 边数𝑚 = 9, 基本回路个数为𝑚 −
𝑛 + 1 = 4,基本割集个数为𝑛 − 1 = 5.
¡𝑇的4条弦𝑒, 𝑏, 𝑐, 𝑖对应的基本回路为𝑒𝑑𝑓𝑔,
𝑏𝑑𝑎, 𝑐𝑎𝑑𝑓𝑔ℎ, 𝑖𝑔ℎ.

¡𝑇的5条树枝𝑎, 𝑑, 𝑓, 𝑔, ℎ对应的基本割集为
{𝑎, 𝑏, 𝑐}, {𝑑, 𝑒, 𝑏, 𝑐}, {𝑓, 𝑒, 𝑐}, {𝑔, 𝑒, 𝑖, 𝑐}, {ℎ, 𝑖, 𝑐}.
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课堂练习

求该图𝐺的生成树𝑇的基本回路系统和基本割集系统.

24

𝑒
𝑎

𝑔
𝑏

ℎ
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课堂练习
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𝑒
𝑎

𝑔
𝑏

ℎ
𝑑

𝑓

𝑐

𝑖

求该图𝐺的生成树𝑇的基本回路系统和基本割
集系统.
解首先确定这两个系统中元素的个数. 𝐺的顶
点数𝑛 = 6, 边数𝑚 = 9, 基本回路个数为𝑚 −
𝑛 + 1 = 4,基本割集个数为𝑛 − 1 = 5.
¡ 𝑇的4条弦𝑑, 𝑓, 𝑔, ℎ对应的基本回路为𝑑𝑎𝑏,
𝑓𝑏𝑐𝑖, 𝑔𝑖𝑐𝑎𝑒, ℎ𝑐𝑎𝑒.

¡ 𝑇的5条树枝𝑎, 𝑒, 𝑏, 𝑐, 𝑖对应的基本割集为
{𝑎, 𝑑, 𝑔, ℎ} , {𝑒, 𝑔, ℎ} , {𝑏, 𝑑, 𝑓} , {𝑐, 𝑓, 𝑔, ℎ} ,
{𝑖, 𝑔, 𝑓}.
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最小生成树

¡想给城镇之间铺路, 把若干城市连接起来 (成为连通图), 怎样才能使所用的
线路总长最短 (或时间最少, 资源最少) 呢? 问题的实质就是求带权的最小
生成树问题.
定义 8.5
对图𝐺的每条边𝑒附加一个实数𝑤(𝑒), 称𝑤(𝑒)为边𝑒的权. 𝐺连同附加在各边上
的权称为带权图, 常记作𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩. 设𝐺! ⊆ 𝐺, 称∑"∈$(&&)𝑤(𝑒)为𝐺!的权,
记作𝑊(𝐺!).
定义 8.6
设无向连通带权图𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩, 𝐺的所有生成树中𝑊(𝑇)最小的生成树𝑇称
为𝐺的最小生成树.

26
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避圈法

¡设𝑛阶简单无向连同带权图𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩有𝑚条边. 下面介绍
求最小生成树的算法:避圈法 (Kruskal算法).
1.将𝑚条边按权从小到大顺序排列,设为𝑒", 𝑒#, … , 𝑒&.
2.令𝑇 = ∅.
3.依次取边并判断𝑇 ∪ 𝑒'是否有回路.
4.若无回路,则更新𝑇 ← 𝑇 ∪ 𝑒';若有回路,则弃去𝑒'.

¡那么, 为何该算法总能够得到最小生成树? 该算法是否是最
高效的呢?

27
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避圈法

28
Image source: https://en.wikipedia.org/wiki/Kruskal%27s_algorithm

https://en.wikipedia.org/wiki/Kruskal%27s_algorithm
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避圈法
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𝑐 = 4
𝑎 = 2

𝑔 = 2

𝑏 = 3

ℎ = 5

𝑑 = 2
𝑓 = 4

𝑖 = 6
𝑒 = 5
𝑐𝑎

𝑔

𝑏

ℎ

𝑑 𝑓

𝑒 𝑖

𝑐𝑎
𝑔

𝑏

ℎ

𝑑 𝑓

𝑒 𝑖

例 8.5通过避圈法求该图的最小生成树.
解
先对边的权进行排序: 𝑎, 𝑑, 𝑔, 𝑏, 𝑐, 𝑓, 𝑒, ℎ, 𝑖.
(1)加入𝑎, 𝑇 = {𝑎}.
(2)加入𝑑, 𝑇 = {𝑎, 𝑑}.
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避圈法

序列: 𝑎, 𝑑, 𝑔, 𝑏, 𝑐, 𝑓, 𝑒, ℎ, 𝑖.
(3)加入𝑔, 𝑇 = {𝑎, 𝑑, 𝑔}.
(4)加入𝑏,有回路,扔掉.
(5)加入𝑐, 𝑇 = {𝑎, 𝑑, 𝑔, 𝑐}.
(6)加入𝑓,有回路,扔掉.
(7)加入𝑒,有回路,扔掉.
(8)加入ℎ, 𝑇 = {𝑎, 𝑑, 𝑔, 𝑐, ℎ}.
(9)加入𝑖,有回路,扔掉.
最终该生成树的权为15,是最小的.
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𝑐𝑎
𝑔

𝑏
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𝑑 𝑓

𝑒 𝑖
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ℎ
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ℎ

𝑑 𝑓

𝑒 𝑖



!"#$%&'()*+,-#$.
School of Informatics Xiamen University (National Characteristic Demonstration Software School)

避圈法
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¡对于计算机 , 判断加
入新的边之后𝑇是否
有回路的简单方法是
判断该边的两个端点
是否在同一集合内.
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课堂练习

通过避圈法求该图的最小生成树.

32

𝑐 = 3
𝑎 = 1

𝑓 = 4
𝑏 = 4

𝑔 = 5
𝑑 = 3

ℎ = 6
𝑒 = 2
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𝑐𝑎
𝑓

𝑏

𝑔

𝑑

𝑒 ℎ

𝑐𝑎

𝑏
𝑑

𝑒

𝑐 = 3
𝑎 = 1

𝑓 = 4

𝑏 = 4

𝑔 = 5

𝑑 = 3

ℎ = 6
𝑒 = 2

𝑓
𝑔

ℎ

通过避圈法求该图的最小生成树.
解
先对边的权进行排序: 𝑎, 𝑒, 𝑐, 𝑑, 𝑏, 𝑓, 𝑔, ℎ.
(1)加入𝑎, 𝑇 = {𝑎}.
(2)加入𝑒, 𝑇 = {𝑎, 𝑒}.
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𝑐𝑎

𝑏
𝑑

𝑒

𝑓
𝑔

ℎ

𝑐𝑎

𝑏
𝑑

𝑒

𝑓
𝑔

ℎ

𝑐𝑎

𝑏
𝑑

𝑒

𝑓
𝑔

ℎ

序列: 𝑎, 𝑒, 𝑐, 𝑑, 𝑏, 𝑓, 𝑔, ℎ.
(3)加入𝑐, 𝑇 = {𝑎, 𝑒, 𝑐}.
(4)加入𝑑, 𝑇 = {𝑎, 𝑒, 𝑐, 𝑑}.
(5)加入𝑏,有回路,扔掉.
(6)加入𝑓,有回路,扔掉.
(7)加入𝑔, 𝑇 = {𝑎, 𝑒, 𝑐, 𝑑, 𝑔}.
(8)加入ℎ,有回路,扔掉.
最终该生成树的权为14,是最小的.



8.2根树及其应用

35
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根树

¡若有向图𝐷的基图是无向树, 则称𝐷为有向树. 在有向树中, 最重要的
是根树,它在数据架构,算法设计,数据库等专业课程中极其重要.
定义 8.7
设有向图树𝑇是一颗非平凡树, 如果𝑇中有一个顶点的入度为0, 其余顶
点的入度均为1,则称𝑇为根树.
在根树中, 入度为0的顶点称为树根; 入度为1且出度为0的顶点称为树
叶;入度为1且出度大于0的顶点称为内点.内点和树根统称为分支点.
在根树中,从树根到任一顶点𝑣的通路长度称为𝑣的层数,记作𝑙(𝑣);称层
数相同的顶点在同一层上,层数最大顶点的层数为树高,记作ℎ(𝑇).

36
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根树
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𝑣>

𝑣3 𝑣4 𝑣;

𝑣=𝑣:

𝑣< 𝑣?

¡ 在根树中, 由于各有向边的方向的一致性, 因而画根树时,
省掉有向边的箭头, 并将树根放在最上方, 边的方向一律向
下或斜下方.

例该图为一颗根树.
𝑣'为树根, 𝑣!, 𝑣(, 𝑣), 𝑣*, 𝑣+均为树叶, 𝑣", 𝑣,为内点, 𝑣', 𝑣", 𝑣,
为分支点.
各顶点层数:

¡ 𝑙 𝑣' = 0;

¡ 𝑙 𝑣! = 𝑙 𝑣" = 𝑙 𝑣( = 1;

¡ 𝑙 𝑣, = 𝑙 𝑣) = 2;
¡ 𝑙 𝑣* = 𝑙 𝑣+ = 3.

树高为3,即ℎ 𝑇 = 3.
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定义
若顶点𝑎邻接到顶点𝑏,则称𝑏为𝑎的儿子, 𝑎为𝑏的父亲;
若𝑏, 𝑐的父亲相同,则称𝑏, 𝑐为兄弟;
若𝑎 ≠ 𝑑,而𝑎可达𝑑,则称𝑎为𝑑的祖先, 𝑑为𝑎的后代.
例该树中, 𝑣!, 𝑣(, 𝑣)是兄弟,它们的父亲是𝑣*;
𝑣+和𝑣,是兄弟,它们的父亲是𝑣(;
𝑣-和𝑣.是兄弟,它们的父亲是𝑣+;
𝑣*以外的所有顶点都是𝑣*的后代, 𝑣*是它们的祖先.

根树

38

𝑣>

𝑣3 𝑣4 𝑣;

𝑣=𝑣:

𝑣< 𝑣?
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有序树,正则树,完全树

定义 8.8

如果将根树𝑇的每一层上的顶点都规定次序,则称𝑇为有序树.
定义 8.9

设𝑇为一棵非平凡的根树,
(1)若𝑇的每个分支点至多有𝑟个儿子,则称𝑇为𝑟元树;

(2)若𝑇的每个分支点都恰有𝑟个儿子,称𝑇为𝑟元正则树;
(3)若𝑟元树𝑇是有序的,则称𝑇为𝑟元有序树;

(4)若𝑇是𝑟元正则树,且所有树叶的层数均为树高,则称𝑇为𝑟元完全正则树;

(5)若𝑇是𝑟元完全正则树,且𝑇是有序的,则称𝑇为𝑟元完全正则有序树.
¡完全树一定是正则树,但是正则树不一定是完全的.

39
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2叉树

¡在所有的𝑟元树中, 2元树最重要, 2元树又称2叉树.
定义
对一棵根树的每个顶点都访问一次且仅访问一次称为遍历.
定义
设𝑇为一棵根树, 𝑎是𝑇的一个非根顶点, 称𝑎及其后代的导出子
图𝑇′为𝑇的以𝑎为根的根子树.
¡2元正则有序树的每个分支点的两个儿子导出的根子树分别
称为该分支点的左子树和右子树.

40
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2叉树的遍历

¡设𝑇为一棵2元正则有序树, 按对树根, 左子树, 右子树的不同的访问顺序主要有以
下3种遍历方法:

(1)中序遍历法:访问次序为左子树,树根,右子树;

(2)前序遍历法:访问次序为树根,左子树,右子树;

(3)后序遍历法:访问次序为左子树,右子树,树根.
¡这里的前中后指的是树根在访问次序中的位置.

例该根树按中序,前序,后序遍历的结果分别为:
𝑑𝑏 ℎ𝑒𝑖 𝑎 𝑓𝑐𝑔 ,
𝑎 𝑏𝑑 𝑒ℎ𝑖 𝑐𝑓𝑔 ,
𝑑 ℎ𝑖𝑒 𝑏 𝑓𝑔𝑐 𝑎.

41

𝑎

𝑏 𝑐

𝑒

ℎ 𝑖

𝑑 𝑓 𝑔
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2叉树的遍历
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÷

𝑒

𝑎

𝑓𝑑

ℎ

+ +

×

−

×

×

𝑔

𝑏 𝑐

例 8.6(1)利用2元有序树表示下面算式:
𝑎 − 𝑏×𝑐 ×𝑑 + 𝑒 ÷ 𝑓×𝑔 + ℎ .

解 将运算符都作为分支点, 运算数都作
为树叶,可以表示为该二元有序树.
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2叉树的遍历
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÷

𝑒

𝑎

𝑓𝑑

ℎ

+ +

×

−

×

×

𝑔

𝑏 𝑐

例 8.6(2) 用3种遍历法访问该2元有序树, 写出访问结果.
解
¡中序遍历:

𝑎 − 𝑏×𝑐 ×𝑑 + 𝑒 ÷ 𝑓×𝑔 + ℎ

¡前序遍历:
÷ + × −𝑎 ×𝑏𝑐 𝑑 𝑒 + ×𝑓𝑔 ℎ

¡后序遍历:

𝑎 𝑏𝑐× − 𝑑× 𝑒 + 𝑓𝑔× ℎ + ÷

¡中序遍历的结果去掉一些多余的括号后原式结果相
同,所以中序遍历访问的结果是还原算式.
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2叉树的遍历

¡对于前序遍历的访问结果,可将全部括号去掉,得到:
÷+×−𝑎×𝑏𝑐𝑑𝑒 +×𝑓𝑔ℎ.

对这个表达式规定, 从右到左, 每个运算符与它后面紧邻的2个数进行运
算. 这种运算符在参加运算的数的前面的表达方式称为前缀符号法, 又
称作波兰符号法.

¡对于后序遍历的访问结果,可将全部括号去掉,得到:
𝑎𝑏𝑐×−𝑑×𝑒 + 𝑓𝑔×ℎ +÷.

对这个表达式规定, 从左到右, 每个运算符与它前面紧邻的2个数进行运
算. 这种运算符在参加运算的数的后面的表达方式称为后缀符号法, 又
称作逆波兰符号法.

44
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课堂练习

45

给定该算式
𝑎× 𝑏 + 𝑐 ×𝑑 − 𝑒 ÷ 𝑓 + 𝑔 ÷ ℎ× 𝑖 + 𝑗

(1)将以上算式存入一棵2元正则有序树中;
(2)分别写出上式的波兰符号法和逆波兰符号法表达的形式.
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÷

𝑖𝑓

ℎ

÷ ×

−

×

×

+

𝑗

𝑏 𝑐

+

+

𝑔𝑒

𝑑

𝑎

解
波兰符号法表达的形式为

÷÷−××𝑎 + 𝑏𝑐𝑑𝑒 + 𝑓𝑔×ℎ + 𝑖𝑗
逆波兰符号法表达的形式为

𝑎𝑏𝑐 +×𝑑×𝑒 − 𝑓𝑔 +÷ ℎ𝑖𝑗 +×÷
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